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Приводится графоаналитический метод определения температуры сезоннооттаи-
вающего слоя грунта и вечном¸рзлой толщи пород в произвольной точке и любой 
момент времени.

Ключевые слова: нулевая годовая амплитуда температуры, температурное поле, 
сезоннооттаивающий слой грунта, вечном¸рзлая толща пород, графоаналитиче-
ский метод.

Введение. Известна [1] принципиальная схема 
закономерности распределения значений темпера-
туры по глубине сезоннооттаивающего слоя грунта 
и вечномёрзлой толщи пород (рис. 1). Однако ко-
личественный анализ указанной закономерности 
распределения, причём не только по метрическим 
параметрам, но и по времени, возможен только  по-
средством построения температурного поля рас-

сматриваемого объекта. Предложенный графоана-
литический метод как раз и позволяет построить 
температурное поле сезоннооттаивающего слоя 
грунта и вечномёрзлой толщи пород, не прибегая 
к использованию подчас громоздкого математиче-
ского аппарата и, как правило, численным способам 
решения дифференциальных уравнений [2, 3]. Гра-
фоаналитический метод даёт возможность с мень-
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шими затратами определять и прогнозировать тем-
пературные изменения как по глубине слоя грунта и 
толщи пород, так и по времени.

Основная часть. Идея метода заключается в сле-
дующем. Исходя из принципиальной схемы законо-
мерности распределения значений температуры по 
глубине сезоннооттаивающего слоя грунта и вечно-
мёрзлой толщи пород, температурное поле интер-
претируется аналитическими выражениями и их 
графиками:

— для периода оттаивания — степенной функци-
ей второго порядка

,                           (1)
 

где x∈[0, H
НГ

]; H
НГ

 — нижняя граница вечномёрзлой 
толщи; 

— для периода промерзания — степенной функ-
цией третьего порядка

,                              (2)
 

где x∈ [0, H
А
]; a и b — коэффициенты, определяемые 

из начальных условий; T
А
 и H

А
 — температура и глу-

бина, соответственно, для уровня нулевой годовой 
температурной амплитуды A=0 (рис. 1). Значения T

А
 

и H
А
 являются ключевыми параметрами для задания 

аппроксимирующих функций (1) и (2).
Выбор порядка аппроксимирующих степенных 

функций обусловлен характером распределения 
температуры по глубине слоя грунта и толщи пород.

Следует также заметить, что, наряду с параметра-
ми T

А
 и H

А
, важнейшим параметром при моделиро-

вании температурного поля T(x,t) является среднее 
значение температур в рассматриваемый i-й период 
времени T

ср.i
.

Переходя к реализации идеи графоаналитиче-
ского метода, рассмотрим выражение (1). Темпера-
тура при x=0, то есть на поверхности слоя грунта, 
может принимать различные значения в диапазоне 
от T

min
 до T

max
. Иначе говоря,

,                                   (3)
 

здесь T=T
ср.i

.
Полагая, что температура  равна среднему зна-

чению температуры в i-й момент времени, устанав-
ливаем дискретную функциональную связь между 
величинами температуры и времени

,                                 (4)
 

где t — время.
Подставляя в выражение (1) x=0, T=T

ср.i
, полу-

чаем

.                            (5)

Откуда определяем коэффициент a

.                                  (6)

С учётом формулы (6) выражение (1) приобрета-
ет следующий вид:

.             (7)

Рассматривая выражение (2) и аналогично рас-
суждая, получим

.                                  (8)

Тогда выражение (2) на отрезке x∈ [0, H
А
] можно 

представить в виде

.                  (9)

Заметим, что областью определения формулы (7) 
является отрезок [0, H

НГ
], а областью значений отре-

зок [T
А
, T

max
], что соответствует периоду оттаивания.

Для формулы (9) областями определения и зна-
чений соответственно будут [0, H

А
] и [T

А
, T

min
], ука-

занные температуры соответствуют периоду про-
мерзания. При Т=0, а это значение температуры 
принадлежит области значений формулы (7), полу-
чим, что

;                        (10)

,                       (11)

 
поскольку значение температуры на верхней и ниж-
ней границах вечномёрзлых грунтов (пород) близко 
к нулю (рис. 1).

Из формулы (7) следует также, что уравнение 
линии 2 (рис. 1), интерпретирующее распределение 
температуры по глубине, при максимальном значе-
нии температуры поверхности грунта можно запи-
сать:

.              (12)

Рис. 1. Изменение температуры по глубине сезоннооттаива-
ющего слоя грунта и вечномерзлой толщи пород [1]: 

1, 2 – распределение температуры по глубине при мини-
мальной и максимальной температуре поверхности, 

соответственно (здесь температура T обозначена как t)
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Аналогично, из формулы (9), получаем уравне-
ние распределения температуры по глубине при 
минимальной температуре поверхности грунта (ли-
ния 1, рис. 1) 

.                     (13)

На рис. 2 представлена графическая иллюстра-
ция описываемого метода: слева, кроме оси темпе-
ратур, указана ось времени. Фактически, это гра-
фическое представление можно рассматривать как 
номограмму для получения значений параметров 
температурного поля T(x,t). 

Действительно, задаваясь значением средней 
температуры в интересующий момент времени 
(среднесуточной, среднемесячной), с учётом време-
ни года (оттаивание или промерзание), и воспользо-
вавшись либо графической иллюстрацией (рис. 2), 
либо формулами (7) или (9), получаем соответствен-
но графическим или аналитическим способом зна-
чение температуры для любого значения величи-
ны x, то есть по любой глубине грунтовой толщи.

Пример. Исходные данные: t
i
=14/05; T

max
=5 

град, С; T
А
=–2 град, С; H

А
=6 м.

Тогда ,
 

откуда следует, что ,
 

это линия, задающая температурное поле T(x,t) по 
глубине x для периода времени t

i
, соответствующего 

дате 14 мая. Так, для глубины x=5 м, определим зна-
чение температуры

 град, С.

Иначе говоря, исходя из среднего значения тем-
пературы, соответствующей дате 14 мая, на глубине 

Рис. 2. Номограмма температурного поля сезоннооттаивающего слоя грунта и вечномерзлой толщи пород: 
1 — летний период; 2 — зимний период; ТВГ— температура верхней границы многолетнемерзлых грунтов

пяти метров (x=5 м), температура грунта (породы) 
будет равна –1,81 град, С.

Таким образом, разработан графоаналитиче-
ский метод определения температуры сезонноотта-
ивающего слоя грунта и вечномёрзлой толщи пород 
в произвольной точке, и любой момент времени, для 
реализации которого не требуется прибегать к чис-
ленному моделированию дифференциальных урав-
нений в частных производных.   
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Вскрываются специфические проблемы генерации случайных величин, описывае-
мых распределениями с тяжелыми хвостами. Обосновывается необходимость ис-
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Введение. Фрактальные, т.е. степенные или асим-
птотически-степенные [1] распределения — это рас-
пределения с тяжелыми хвостами (РТХ). В книге [2] 
в числе перспективных моделей теории массового 
обслуживания упоминаются «модели с «тяжелыми 
хвостами» распределений, характеризующих вхо-
дящий поток и процесс обслуживания».

В настоящей статье рассматриваются специфи-
ческие проблемы имитационного моделирования 
(ИМ) систем с очередями, обусловленные необходи-
мостью генерации случайных величин (сл.в.) с РТХ.

Проблема корректной реализации фракталь- 
ных распределений. При ИМ реализация фракталь-
ных распределений сопряжена со специфическими 
трудностями вычислительного характера. Поясним 
их на примере распределения Парето Pa(K,°α), опи-
сываемого плотностью вероятностей (п.в.)

,                       (1)

 
где α — параметр формы, K > 0 — минимум случай-
ной величины х (масштабный параметр). Соответ-
ствующая функция распределения (ф.р.) имеет вид:

 
F(t)=1–(K/t)α, t ≥ K.                              (2)

Из (1) k-й начальный момент распределения Па-
рето (РП) находим в виде:

                         (3)

Отсюда при α>1 находим конечное среднее (м.о.) 
M(x)=αK/(α–1), при α>2 — конечную дисперсию 
D(x)=M(x2)–M2(x)=αK2/(α–1)2/(α–2).

Погрешности реализации математического 
ожидания РТХ. Особые свойства датчиков фрак-

тальных сл.в. обнаруживаются при их практическом 
использовании в ИМ. Например, в [3] описаны ста-
тистические эксперименты с генераторами паретов-
ской сл.в. x∈Pa(K, α), и для некоторых α приведены 
результаты численного анализа свойств генерируе-
мых величин. Эти эксперименты и численный ана-
лиз показывают, что конечная разрядность ве-
щественных чисел ЭВМ приводит к необычайно 
высоким погрешностям реализации моментов сл.в. 
x. А эти погрешности, в свою очередь, приводят к се-
рьезным ошибкам при ИМ очередей. Поэтому при 
разработке общих методов ИМ очередей важно ис-
следовать погрешности реализации моментов РТХ.

Найдем погрешности реализации м.о. сл.в. 
x∈Pa(K, α) для всех α>1. Будем рассматривать сл.в. x 
как идеальную (математическую) сл.в., принадле-
жащую распределению Pa(K, α), и, соответственно, 
имеющую в точности все те свойства, которые им 
определяются, в частности — моменты (3). Величи-
на, реализуемая компьютером, отличается от x, и мы 
обозначим ее через . 

Точная формула генератора сл. в. x∈Pa(K, α) да-
ется методом обращения функции (2) и имеет вид 

, или, проще, 

                         ,                               (4) 
 
где z∈R(0, 1) — базовая сл.в., (БСВ) — непрерывная, 
независимая, равномерно распределенная в проме-
жутке (0, 1) величина. На ЭВМ БСВ z представляется 
вещественной в компьютерном смысле, но дискрет-
ной в действительности псевдослучайной величи- 
ной , которая принимает равновероятно одно 
из значений, расположенных между 0 и 1 с малым 
шагом дискретизации ɛ. Так, в MS Excel ɛ=10–15, а 
в GPSS ɛ=10–6. Соответствующее формуле (4) пре-

образование БСВ  дает дискретную сл.в. 
(если при этом возможно значение , то оно не 
используется).

Положим, , где Nɛ=1, и найдем 

м.о.  при условии, что все значения 

 дискретной сл.в.  равновероятны:
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(α>1, p=1/α, 0<p<1).                          (5)

Оценим сумму из (5)  снизу и сверху, 

используя интегралы:

           , (N>1). 

Вычисляя интегралы, получаем: 

.               (6)

Выполняя здесь разложение функции (N+1)1–p 
в знакочередующийся ряд

  (7)
 

имеем:

(N+1)1–p=N1–p+(1–p)N–p–R
2
,             (8)

 
где R

2
>0, и, как видно из (7), R

2
<0,5(1–p)pN– p –1. Та-

ким образом, R
2
 составляет в (8) менее N-й доли сла-

гаемого (1–p)N–p, которое, в свою очередь, состав-
ляет менее N й доли слагаемого N1–p. Заметим, что 
нас интересуют значения N≥106. Подставляя (8) в (6), 
получаем оценку:

.          (9)

Наконец, умножая (9) на KNp–1, получаем, с уче-
том (5), оценку для :

.     (10)

Сравнение верхней оценки для  с M(x)=  
=Kα/(α–1)=K/(1–1/α)=K/(1–p) показывает, что 
м.о.  генерируемой сл.в.  всегда меньше, чем 
M(x). При этом коэффициент γм занижения м.о. со-
ставляет

.

При всяком N, если p→1 (α→1), то коэффици-
ент γм→∞. Из (10) для абсолютной погрешности 

 находим:

.     (11)

Выполняя в (11) замену p=1/α и отбрасывая 
в правой части малое слагаемое R

2
 и член с N–1, по-

лучаем для ∆M более простые асимптотические по N 
границы:

,                (12)

или, компактнее:

,                    (13)

 
где N→∞, M=M(x)=Kα/(α–1).

Как видно из (13), погрешность реализации м.о. 
паретовской сл.в., обусловленная дискретностью 
«вещественных» чисел в ЭВМ, с ростом N сходится 
к нулю (что естественно), но сходится она по асим-
птотически степенному закону (что в общем случае 
слишком медленно).

Рассмотрим, например, реализацию сл.в. x при 
K=1, α=1,1 и N=106. Значение M(x), согласно (3), 
в этом случае составляет M(x)=αK/(α–1)=11. Одна-
ко его реализация в ЭВМ занижена на величину ∆M. 
Из (13) находим, что эта величина лежит в пределах 
от 2,848 до 3,133, т.е. составляет около трех.

Точные расчеты, проведенные в следующем раз-
деле статьи, показывают, что вместо м.о. 11 в рас-
смотренном случае реализуется м.о. 8,0297. При α= 
=1,05 или α=1,01 отличия реализованных м.о. от ис-
тинных становятся многократными, и даже двойная 
точность вычислений (случай N=1015) положения не 
спасает.

Числовые примеры. В качестве примеров в 
табл. 1 приведены значения погрешностей ∆M и 
коэффициентов занижения γм при некоторых 
α∈(1, 2) и K=1. Значения  рассчитывают-
ся по формуле (5) через сумму S

N
(p). При N≤106 

сумма S
N
(p) легко вычисляется на персональной 

ЭВМ непосредственно. При N>>106 непосред-
ственное вычисление этой суммы затруднитель-
но, и она рассчитывается как сумма двух частей: 

, где m=106. Первая часть,  

т.е. сумма , вычисляется непосредственно. 

Вторая часть — сумма  вычисляется как сред-

нее арифметическое (g + G)/2 ее нижней g и верх-
ней G оценок, где

, 

.                      (14)

Такой расчет второй части суммы S
N
(p), как по-

казывают численные проверки (выполненные для 
0,01≤p≤0,99), обеспечивает при N>106 получение 
минимум семи точных значащих цифр. Так, при 
m=106, N=1015, p=0,8 получаем g=4920,75532, 

G=4920,75534, =4 920,755 33.

Из табл. 1 видно, что даже при N=1015 (т.е. при 
двойной точности вычислений) погрешности реали-
зации паретовской сл.в. для цифровой ЭВМ фено-
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Рис. 1. Зависимость погрешностей ∆M от N при различных α∈(1, 2)

Рис. 3. Зависимости м.о. и дисперсий от α во всем диапазоне α > 0.
Ряды 1, 2 – соответственно м.о. и дисперсия при N = 106,
Ряды 3, 4 – соответственно м.о. и дисперсия при N = 1015
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менально высоки, особенно при значениях α, при-
ближающихся к единице.

Графики на рис. 1 представляют зависимость по-
грешностей ∆M от N.

Полученные численными методами уравнения 
регрессии на рис. 1 степенные, достоверность ап-
проксимации R

2
 максимальна (равна единице). Пока-

затели степени и коэффициенты уравнений регрес-
сии соответствуют аналитическому результату (13).

Погрешности реализации высших начальных 
моментов. Используя РП в качестве типичного пред-
ставителя распределений со степенными и асимпто-
тически-степенными хвостами, рассмотрим погреш-
ности реализации его моментов порядка k≥2. У РП 
k-й начальный момент µ

k
=M(xk) при α≤k бесконечен 

(3) и равен αKk/(α–k) при α>k. Для определения реа-
лизованного момента  по аналогии с фор-
мулой (5) получаем:

 

 

,

(α>k, p=k/α , 0<p<1).                       (15)

Чтобы найти границы для значений , достаточ-
но умножить установленное для суммы S

N
(p) соотно-

шение (9) на KkNp–1. Выполняя это, находим:

.  (16)

Сравнение верхней оценки для  с µ
k
=αKk/ 

/(α–k)=Kk/(1–k/α)=Kk/(1–p) показывает, что реа- 
лизованный k-й момент  всегда меньше, чем µ

k
. 

Из (16) по аналогии с (11), (12) вытекают асимпто-
тические границы для абсолютной погрешности 

 реализации момента µ
k
:

Рис. 2. Зависимости математических ожиданий и дисперсий от α
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.                   (17)

Формула (13), найденная для µ
1
=M, — это част-

ный случай формулы для µ
k
 (17).

Соотношение (17) устанавливает факт асимпто-
тически степенной сходимости к нулю погрешно-
стей ∆µ

k
 с ростом N, и точно определяет показатель 

степени (k/α–1), характеризующий скорость схо-
димости.

Погрешности реализации дисперсии. Из (13) 
и (17) вытекает, что погрешность реализации дис-
персии D(x) паретовской сл.в. с ростом N также 
сходится к нулю лишь с асимптотически степен-
ной скоростью. Действительно, поскольку диспер-
сия D(x)=M(x2)–M2(x), а реализуется дисперсия 
 )ˆ(M)ˆ(M)ˆ(D 22 xxx −= , то погрешность реализации 
дисперсии составляет

, 

(α>2).                                         (18)

В последнем выражении обе величины ∆µ
2
 и ∆

M
 

сходятся к нулю со степенной скоростью, а сумма   
сходится к константе 2M(x). Отсюда следует, что 
сходимость к нулю погрешности ∆

D
 является асим-

птотически степенной.
Кроме того, в (18) в последнем выражении ско-

рость сходимости к нулю для ∆µ
2
 характеризуется 

показателем степени (2/α–1), а для ∆
M

 — показате-
лем (1/α–1). Из этого вытекает, что скорость схо-
димости к нулю погрешности ∆

D
 характеризуется 

показателем (2/α–1), который больше и определя-
ет меньшую скорость сходимости, чем показатель  
(1/α–1). Из этого вытекает также асимптотика 
∆

D
→∆µ

2
 при N→∞.

В табл. 2 приведены погрешности ∆
D
 и коэффи-

циенты занижения дисперсии  для не-
которых α∈(2, 3) при K=1.

Рассчитанные численными методами зависи-
мости математических ожиданий и дисперсий от α 
представлены на рис. 2.

Сплошные линии на рисунке — это графики дей-
ствительных моментов, линии с белыми маркера-
ми — графики моментов, реализуемых при N=106, и  
линии с черными маркерами — графики моментов, 
реализуемых при N=1015.

Реализация бесконечных м.о. и дисперсий. У па-
ретовской сл.в. x при α≤k момент µ

k
=∞; моменты ре-

ализованной численно сл.в.  при α≤k, естественно, 
конечные, и формула (15) позволяет их вычислить. 
Для таких вычислений можно воспользоваться и 
более простыми оценками (16). Однако еще более 
простые оценки (17) для случая α≤k неприменимы, 
т.к. при их выводе использовалось соотношение (3), 
справедливое лишь при α>k.

Вместе с тем очевидно, что абсолютная погреш-
ность реализации моментов и коэффициенты их 
занижения при α≤k бесконечны, поскольку при α≤k 
вместо истинных бесконечных моментов реализу-
ются моменты конечные.

Результаты вычисления моментов, реализуемых 
при α≤k, представлены графиками на рис. 3. Эти гра-
фики позволяют составить представление об изме-
нении реализованных моментов во всем диапазоне 
значений α и при различных ɛ=N–1. Кроме того, по-
скольку при анализе очередей весьма важной харак-
теристикой распределений является коэффициент 
вариации, то ниже представлены также и графики 

изменения его реализации  (рис. 4). 
На основе соотношения (16) аналитическими мето-
дами (выводом аналогичного ему соотношения для 
коэффициента вариации и взятием соответствую-
щего предела) можно показать, что при α→0 коэф-

фициент вариации сходится к . И на рис. 4 та-
кую сходимость можно видеть.

Моделирование вычислительных сетей с фрак-
тальным трафиком. Основной особенностью тра-
фика современных телекоммуникационных сетей 
с коммутацией пакетов является его масштабная 
инвариантность (фрактальность), оказывающая су-
щественное влияние на качество связи [4–6]. Ис-
следования трафика концентрируются вокруг ста-
тистических характеристик очередей, поскольку 
буферизация сообщений рассматривается как ос-
новная обеспечивающая ресурсами стратегия. Эта 
область исследований характеризуется в [6] следу-
ющим образом: «В 1993 г. сенсацией в области мо-
делирования характеристик сетей стал доклад, пред-
ставленный специалистами из компании BellCore и 
Бостонского университета… Этот доклад под назва-
нием «О фрактальной природе трафика в Ethernet», 
по мнению некоторых специалистов, явился наибо-
лее значительной работой по вычислительным сетям 
за последние десять лет. …Результаты нового взгляда 
на природу сетевого трафика… означают, например, 
что целая область проектирования компьютерных 

Рис. 4. Зависимости коэффициента вариации  от α; α>0.
Ряд 1 — при N=106, ряд 2 — при N=1015
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устройств — построение буферов и управление 
ими — нуждается в радикальном пересмотре…. Од-
нако среди специалистов пока нет единого мнения 
о том, какие математические инструменты приме-
нимы и эффективны для его исследования и прогно-
зирования. Их разработка должна стать следующим 
важным шагом в этой области».

В нашей работе [7] предложен ускоренный ме-
тод расчета буферов для очередей в сетях с фрак-
тальным трафиком, основанный на имитационном 
моделировании. Эксперименты с предложенным 
методом показывают его высокую эффективность. 
Однако вопросы точного воспроизведения фрак-
тальных распределений, строгое решение которых 
необходимо для дальнейшей работы над методом, 
оставались до сих пор в основном лишь предметом 
экспериментальных исследований. Настоящая ста-
тья позволяет существенно продвинуться к точному 
теоретическому решению этих вопросов.

Заключение. В статье получены результаты, по-
зволяющие находить точные ответы на вопросы 
о погрешностях реализации распределений с тяже-
лыми хвостами при имитационном моделировании 

сетей с очередями. Те результаты, которые получе-
ны для распределения Парето, могут использоваться 
в имитационном моделировании непосредственно. 
Что касается других распределений с тяжелыми хво-
стами (и не только таких), то выполненное исследо-
вание может использоваться как непосредственное 
руководство, методика анализа точности, с которой 
они реализуются в имитационном моделировании.
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Таблица 1
Характеристики м.о.  сл.в. , 

реализующей сл.в. x∈Pa(1, α)

Таблица 2
Характеристики дисперсии  сл.в. , 

реализующей сл.в. x∈Pa(1, α)

N=106 N=1015

α M=M(x) ∆M γ
M

∆
M

γ
M

1,01 101 13,42 87,59 7,53 29,66 71,34 3,41

1,05 21 10,42 10,58 2,02 17,06 3,94 1,23

1,1 11 8,03 2,97 1,37 10,55 0,45 1,04

1,25 5 4,72 0,28 1,06 4,996 0,004 1,001

1,5 3 2,98 0,02 1,01 3 0,00002 1,000

N=106 N=1015

α D(x) ∆
D

γ
D
 ∆

D
γ

D
 

2,01 197,0 9,94 187,1 19,8 28,26 16,99 6,97

2,05 37,2 8,33 28,9 4,5 19,78 2,09 1,88

2,1 17,4 6,78 10,6 2,6 13,41 0,58 1,29

2,25 5,8 3,95 1,8 1,5 5,58 0,05 1,03

2,5 2,2 1,94 0,3 1,1 2,22 0,002 1,002
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РАЗРАБОТКА СИСТЕМЫ 
ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ПРЕДПРИЯТИЙ 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ МОДЕЛЕЙ 
И МЕТОДОВ ОПТИМИЗАЦИИ

УДК 519.863

В работе предложен подход для определения эффективных производственных 
связей между предприятиями, основанный на применении методов оптимизации. 
Представлены результаты апробации разработанных математических моделей для 
агропромышленного комплекса на примере данных одного из районов Омской 
области. 

Ключевые слова: математическое моделирование, производственное обслужива-
ние, схема взаимодействия, целочисленное линейное программирование.

Введение. Отдельные направления деятельно-
сти предприятий характеризуются ограниченным и 
кратковременным сроком выполнения, отклонение 
от которого может привести к отрицательным по-
следствиям не только для самого предприятия, но 
и для всей системы, в которой данный хозяйствую-
щий субъект функционирует.

Для выполнения необходимых операций исполь-
зуются ресурсы, которых бывает недостаточно для 
завершения работ в требуемый период, либо, напро-
тив, может быть избыточное количество. В таких ус-
ловиях взаимовыгодное сотрудничество субъектов 
системы позволяет повысить результативность их 
деятельности, обеспечить эффективное использо-
вание ресурсов, сократить время выполнения работ, 
не допускать нарушения оптимальных сроков.

Процессы распределения ресурсов выполня-
ются в различных сферах деятельности, среди них 
можно привести следующие примеры: финансовая 
взаимопомощь предприятий, входящих в холдинг 
(некоторые предприятия в холдинге нуждаются 
в незамедлительной финансовой поддержке от дру-
гих предприятий холдинга); система производствен-
ного обслуживания в сфере аграрного производ-
ства, взаимодействие лесных хозяйств при тушении 
пожаров; формирование профессорского состава 
кафедр высших учебных заведений, распределение 
техники дорожных служб при уборке автомобиль-
ных дорог от снега (несвоевременность данной опе-
рации может привести к аварийным ситуациям на 
дорогах). 

В сложившихся условиях выявление наиболее 
выгодных связей между предприятиями по распре-
делению ограниченных ресурсов является актуаль-
ной задачей, которая может быть эффективно ре-
шена с использованием методов математического 
моделирования и оптимизации. 

1. Постановка задачи. Пусть имеется конечное 
множество предприятий, каждому из которых необ-
ходимо выполнить заданное число работ различного 
объема за ограниченный период времени. Каждая 
работа характеризуется допустимым сроком выпол-
нения, отклонение от которого влечет определенные 
экономические потери. Известно, что некоторые 
предприятия (клиенты) испытывают потребность 
в ресурсах и не могут закончить определенные виды 
работ самостоятельно в установленный срок, другие 
же предприятия (поставщики), напротив, имеют не-
доиспользованные мощности, которые могут быть 
применены для выполнения работ (оказания услуг) 
клиентам. Заданы значения параметров размеще-
ния и функционирования предприятий. Требуется 
для системы предприятий найти такой вариант со-
трудничества по оказанию производственных услуг, 
при котором финансовые потери, связанные с на-
рушением оптимальных сроков, суммарные затраты 
на потребление услуг и доставку ресурсов для кли-
ентов будут минимальными.

Для решения данной задачи предварительно не-
обходимо определить потенциальных клиентов и 
поставщиков услуг, т.е. установить потребности и 
возможности предприятий, учитывая при этом, что 
средствами выполнения работ могут выступать ком-
бинации различных ресурсов, например, сельско-
хозяйственный агрегат; техническое устройство; 
сотрудник, владеющий определенными знаниями, 
команда экспертов, и т.п. Для нахождения произ-
водственных возможностей предприятий нами раз-
работана модель целочисленного линейного про-
граммирования. 

2. Модель максимизации производственных 
возможностей. Задача формулируется следующим 
образом: имеется некоторое множество предприя-
тий, каждое из которых обладает заданным набором 
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ресурсов. Известны условия сочетания ресурсов 
для получения средства выполнения определенной 
работы и величины производительности для каж-
дой возможной комбинации ресурсов. Необходимо 
определить состав средств выполнения для каждого 
вида работ таким образом, чтобы обеспечить макси-
мальную суммарную производительность предпри-
ятий [1, 2].

Введем следующие обозначения: 
n — число предприятий, P={1...,n}; m — число 

вариантов комбинаций ресурсов, I={1...,m}; l — 
число ресурсов, R={1...,l}; a

i
 — производительность 

средства i; h
ir
 — количество ресурсов вида r для со-

ставления средства i; w
pr

 — количество ресурсов 
вида r на предприятии p; d — допустимая длитель-
ность выполнения всего комплекса работ.

Переменные модели:
x

ip
 — количество средств для выполнения задан-

ной работы, составленных по варианту i на предпри-
ятии p; 

y
p
 — суммарная производительность средств 

предприятия p для выполнения заданной работы.
Модель частично целочисленного линейного 

программирования:

                                  (1) 
 

при условиях

                    (2)

                          (3)

                           (4)

                                    (5)

Целевая функция (1) состоит в максимизации 
производительности предприятий. Ограничения (2) 
гарантируют составление средств выполнения рабо-
ты только из ресурсов, имеющихся на предприятиях. 
Условия (3) позволяют определить суммарную про-
изводительность ресурсов для каждого предприятия. 

3. Модель планирования оптимальных произ-
водственных связей. Для нахождения схемы эф-
фективного взаимодействия предприятий введем 
следующие обозначения: n — число предприятий 
(поставщиков и потребителей), I={1...,n}; p — но-
мер предприятия, p∈I; m — число видов работ (ус-

луг), K={1...,m}; r — число видов средств выполне-
ния работ (оказания услуг), T={1...,r}. 

Пусть Il
k
— множество потенциальных поставщи-

ков услуги k для сторонних предприятий, Il
k
⊆I; I2

k
 — 

множество потребителей услуги k, I2
k
⊆I.

Известны значения следующих параметров: 
b

pk
 — объем работы k на предприятии p; d

k
 — ди-

рективный срок выполнения работы k; c
ik

 — стои-
мость выполнения одной единицы услуги вида k по-
ставщиком i (i∈Il

k
); w

ij
 — расстояние от предприятия i 

до потребителя j (км); ɛ — цена доставки средств ока-
зания услуги; h

k
 — усредненная величина финансо-

вых потерь при отклонении от разрешенного срока 
для работы k; β

jk
 — величина допустимых затрат для 

предприятия j на транспортировку средств при вы-
полнении работы k; δ

j
 — величина допустимых за-

трат на потребление услуг и доставку техники в те-
чение всего периода производства для клиента j. 

Величины, определяемые на основании исход-
ных данных:

U
pk

 — суммарная производительность предпри-
ятия p при выполнении работы k за период време-
ни d

k
; S

jk
 — потребности клиента j в услуге вида k; 

Q
ik

 — возможности поставщика i при оказании ус-
луги вида k. Величина U

pk
 находится в результате 

решения модели максимизации производственных 
возможностей предприятий (1)–(5).

Если U
pk

>b
pk

, то предприятие p выступает потен-
циальным поставщиком услуги вида k (p∈Il

k
); если 

U
pk

<b
pk

, тогда предприятие p — потребитель услуги 
вида k (p∈I2

k
); если U

pk
=b

pk
, то предприятие p не яв-

ляется участником системы при выполнении рабо-
ты k. Потребности клиентов находятся по формуле:

S
jk

=b
jk

–U
jk

, j∈I2
k
, k∈K.                          (6) 

Возможности поставщиков вычисляются по 
формуле:

Q
ik

=U
ik

–b
ik

, i∈I1
k
,k∈K .                        (7)

Введем переменные модели: x
ijk

 — объем ра-
боты k, выполняемый предприятием i для клиен-
та j (i∈I1

k
, j∈I2

k
, k∈K); z

ijk
 — вспомогательная булева 

переменная, z
ijk

=1, если поставщик i выполняет 
потребителю j работу вида k (является активным), 
0 — в противном случае (i∈I1

k
, j∈I2

k
, k∈K); y

jk
 — объ-

ем работы k, выполняемый в неоптимальные сроки.
Модель частично целочисленного линейного 

программирования, построенная для планирования 
схемы взаимодействия предприятий по выполне-
нию всего комплекса заданных работ за планируе-
мый период времени, имеет вид:

Таблица 1
Оптимальный марочный состав техники предприятий 

для выполнения работы вида «Боронование»

Агрегат /
предприятие

КФХ 
Кузнецов

ООО
Лидер

ООО
Евгащинское

ООО 
Северное

СПК 
Уленкульский

К700+21БЗТС 2

К700+4БИГ 1

Т150К+18БЗТС 3 1

МТЗ12321+18БЗТС 1 5 9 1

МТЗ80+18БЗТС 1 7

МТЗ80+15БЗТС 1

МТЗ80+12БЗТС 1 5 1
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                             (8)
 

при условиях

                  (9)

         (10)

                (11)

           (12)

             (13)

                  (14)

                  (15)

Целевая функция (8) состоит в минимизации 
финансовых потерь, затрат на потребление услуг и 
доставку средств выполнения работ для клиентов. 
Ограничения (9) означают, что возможности любого 
поставщика не могут быть превышены для каждого 
вида услуг. Условия (10) отражают требование удов-
летворения потребностей любого клиента по каж-
дому виду услуг. Ограничения (11) гарантируют, что 
услуги будут оказываться только активными постав-
щиками. Условия (12) ограничивают удаленность 
поставщиков. Условия (13) устанавливают допусти-
мую сумму затрат на потребление услуг и доставку 
средств предприятия за оптимальный период.

4. Апробация подхода для сферы аграрного про-
изводства (на примере одного из районов Омской 
области). Данная задача имеет особую актуальность 
для агропромышленного комплекса (АПК) России, 
поскольку устойчивому развитию сельского хозяй-
ства и росту объемов производства препятствует 
недостаточная техническая оснащенность предпри-
ятий аграрного сектора. Пополнение машинно-трак-
торного парка у большинства товаропроизводите-
лей уступает темпам списания устаревшей техники 
вследствие ограниченности финансовых средств на 
ее приобретение.

Поскольку результативность сельскохозяй-
ственного производства зависит от системы его об-

служивания, определяющей более половины всех 
издержек, то в современных условиях приобретают 
актуальность вопросы повышения эффективности 
использования имеющейся техники. Данная про-
блема может быть решена на основе построения 
системы взаимовыгодного сотрудничества сельско-
хозяйственных предприятий.

Различные аспекты развития рынка производ-
ственных услуг агропромышленного комплекса 
(АПК) рассматривались в трудах отечественных и 
зарубежных авторов. Значительное число работ 
посвящено изучению организационно-экономи-
ческих, правовых сторон данной проблемы, таких 
как формирование региональных рыночных систем 
производственного обслуживания; обоснование 
производственных мощностей по зонам с учетом 
рационального распределения объемов полевых, 
ремонтных и транспортных работ; осуществление 
мониторинга потребностей товаропроизводителей 
в услугах; развитие конкретных направлений услуг 
в АПК (материально-техническое обеспечение, соз-
дание МТС, агрохимическое и транспортное обслу-
живание, лизинг, ремонт техники и другие) [3, 4, 5].

В настоящее время эффективному сотрудниче-
ству предприятий сферы АПК препятствуют следу-
ющие факторы: нехватка информации о рынке про-

Таблица 2
Оптимальный марочный состав техники предприятий 

для выполнения работы вида «Боронование»

Агрегат /
предприятие

ООО 
Красноярское

ООО 
Новологиново

ЗАО
Восход

ЗАО 
Ингалинское

К701+21БЗТС 1 4 2

К700+21БЗТС 5 3 3

К700+5БИГ 1

Т150К+18БЗТС 1

Т150+18БЗТС 4

МТЗ12321+18БЗТС 3 2

МТЗ80+15БЗТС 1 1

МТЗ80+12БЗТС 3 4

Таблица 3
Возможности предприятий 

по оказанию производственной услуги 
«Боронование»

Предприятие

Производительность 
за допустимый

агротехнический срок, 
га

КФХ Боченков 0

КФХ Савенко 0

КФХ Кузнецов 2820

КФХ Порядин 0

ООО Лидер 17240

ООО Евгащинское 28480

ООО Северное 9380

ООО Мегаполис-Д 0

КФХ Вяткина Т.М. 0

СПК Уленкульский 2820

ООО Красноярское 19420

КФХ Каурцева Е.А. 0

ООО Новологиново 20650

ЗАО Восход 7880

ЗАО Ингалинское 18280
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Рис. 1. Схема взаимодействия предприятий 
по оказанию производственной услуги «Прикатывание почвы»

Рис. 2. Схема взаимодействия предприятий 
по оказанию производственной услуги «Боронование»
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изводственного обслуживания, его конъюнктуре, 
отсутствие инструментов прогнозирования спроса 
и предложения.

Апробация построенных математических моде-
лей для сферы АПК выполнена на примере одного 
из районов Омской области. Проведен вычисли-
тельный эксперимент, позволивший получить схе-
му сотрудничества для 15 предприятий по оказанию 
восьми видов производственных услуг (вспашка, 
боронование, прикатывание почвы, посев, культи-
вация, боронование по всходам, прикатывание по-
севов, уборка урожая) на основе выбранного крите-
рия.

Результаты расчета модели максимизации про-
изводительности предприятий по виду работ «Боро-
нование» представлены в табл. 1–3.

Полученные схемы производственных связей 
предприятий для услуг «Боронование», «Прикаты-
вание почвы» приведены на рис. 1, 2. 

Расчеты показали, что разработанный подход 
перспективен для определения наиболее выгодных 
вариантов взаимодействия предприятий по оказа-
нию-потреблению производственных услуг в усло-
виях ограниченного срока выполнения работ.
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51/Ж86 
Жуков, В. М. Практические занятия по математике: теория, задания, ответы / В. М. Жуков. – Ростов н/Д. : 
Феникс, 2012. – 343 c. – ISBN 978-5-222-17544-6.

Учебное пособие «Практические занятия по математике: теория, задания, ответы» выгодно отличается тем, 
что весь учебно-методический материал разделен на параграфы, каждый из которых соответствует одной 
теме учебной программы по математике, предлагаемой к проработке на практическом занятии. Каждый па-
раграф содержит: краткую теорию, формулы, используемые на данном практическом занятии; задачи для 
решения на практическом занятиях и для домашнего задания. Задачи для решения на практических заняти-
ях расположены по возрастанию сложности и представляют интерес для студентов с различной математи-
ческой подготовкой. Задачи для домашнего задания подобраны так, чтобы студент, выполняя его, мог закре-
пить и развить навыки, приобретенные на практическом занятии.

51/Ч-45 
Червенчук, В. Д. Введение в дискретную математику и логику : учеб. пособие / В. Д. Червенчук, И. В. Чер-
венчук. – М., 2011. – 258 c. – ISBN 978-5-91146-13-0.

Излагаются основы дискретной математики и языка логики предикатов на базе теоретико-множественной 
концепции с позиций математического платонизма с учетом современных требований, предъявляемых к из-
учению математических дисциплин в высшей школе. Излагаемый материал написан на основе лекционных 
курсов по дисциплинам «Вводный курс математики», «Основы дискретной математики», «Математическая 
логика» и «Теория алгоритмов», читаемых авторами в течение многих лет. В конце каждого раздела, для 
оценки понимания прочитанного, читателю задаются вопросы для самоконтроля. Пособие содержит при-
меры с решениями, проясняющими изучаемые понятия.
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Р. К. РОМАНОВСКИЙ
А. И. СВАЛОВА

Омский государственный 
технический университет 

ЗАДАЧА КОШИ 
ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 
С ДВУМЯ ПРОСТРАНСТВЕННЫМИ 
ПЕРЕМЕННЫМИ

УДК 517.9

Для двумерной гиперболической системы с постоянными коэффициентами стро-
ится решение задачи Коши с гладкими финитными начальными данными в виде су-
перпозиции плоских волн, представляющих собой решения вспомогательных задач 
Коши для одномерных гиперболических систем, строящихся по исходной задаче 
и направлению на плоскости. Построение плоских волн проводится обобщенным 
методом Римана. Результат проиллюстрирован на примере двумерной системы 
уравнений акустики.

Ключевые слова: две пространственные переменные, суперпозиция плоских волн, 
матрицы Римана первого и второго рода, система уравнений акустики.

1. В работах [1, 2] распространен классический 
метод Римана для гиперболического уравнения вто-
рого порядка на гиперболические системы общего 
вида с одной пространственной переменной. Ядра-
ми интегральной формулы для решения служат ма-
трицы двух типов, получившие название матриц 
Римана первого и второго рода и представляющие 
собой сингулярную и регулярную компоненты фун-
даментальной матрицы гиперболической системы. 
В случае постоянных коэффициентов матрицы Ри-
мана эффективно вычисляются. В [3–7] аппарат 
матриц Римана получил приложение к анализу кра-
евых задач для систем этого класса — задачи Коши, 
смешанной задачи, задачи Стефана. Подробному 
изложению этих результатов посвящена моногра-
фия [8].

В последние годы в цикле работ [9–13] получено 
приложение этого аппарата к задаче теории управ-
ления — проблеме граничного управления решени-
ями гиперболических уравнений.

В данной работе аппарат матриц Римана приме-
нен к подклассу краевых задач для гиперболических 
систем с несколькими пространственными пере-
менными. Рассматривается задача Коши для гипер-
болической системы с двумя пространственными 
переменными с постоянными коэффициентами и 
гладкой финитной начальной вектор-функцией. 
Строится решение этой задачи в виде суперпози-
ции плоских волн, представляющих собой решения 
вспомогательных одномерных гиперболических си-
стем. Результат проиллюстрирован на примере дву-
мерной системы уравнений акустики.

2. Приведем для удобства ссылок используемые 
далее сведения из работы [2] (см. также [8]). Рассмо-
трим гиперболический оператор

.                      (1)

Здесь A, B — постоянные матрицы порядка N,

      (2)
 

I
k
 — единичная матрица порядка N

k
. Проведем через 

точку (0,0) характеристики s=α
k
t, k=1,…,n, и пусть 

 — верхняя (t≥0) и нижняя (t≤0) часть харак-
теристики s=α

k
t, Y

j
 — объединение открытых углов 

, j=0…n-1, Y
0
 — объединение от-

крытых углов . Построим матрицы 
U

k
(t), k=1,...,n, V(s,t) по формулам

 

 
где γ — окружность |γ|=R достаточно большого ра-
диуса, проходимая в положительном направлении,

 

Матрицы U
k
, V — матрицы Римана первого и 

второго рода гиперболического оператора (1) с по-
стоянными коэффициентами [2].

ТЕОРЕМА 1 [2]. Задача Коши

 
c гладкой начальной функцией η: → N однозначно 
разрешима в классе гладких функций u: 2→ N. 
Решение дается формулой
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                       (3)

 
здесь U

k
, V — матрицы Римана оператора L .

3. Введем семейство ортов 

. 
 

 
Рассмотрим двумерный гиперболический оператор

                      

                       (4)

Здесь A
k
, B — постоянные матрицы порядка N, 

требование гиперболичности означает, что при лю-

бом  матрица 

Aφ=ω
1
A

1
+ω

2
A

2
 

 
имеет вид (2), где в общем случае n, N

k
, α

k
 зависят 

от φ. Построим семейство одномерных гиперболи-
ческих операторов

Матрицами Римана первого и второго рода опе-
ратора (4) будем называть матрицы Римана U

k
(t, φ), 

V(s, t, φ) семейства Lφ.
Рассмотрим задачу Коши

        (5)

Из требований на h вытекает оценка на норму 
преобразования Фурье :

                        (6)
 

где =(
1
, 

2
). Представляя, с учетом этого, h(x) инте-

гралом Фурье

 
и переходя в двойном интеграле к полярным 
координатам: =rω, получим

                    (7)
 

где
                     (8)

Нетрудно получить, с учетом (6), что hφ гладкая по 
s, φ.

Будем далее предполагать, что при каж-

дом  собственные числа α
kφ матрицы 

Aφразличны:

    (9)

В этом случае α
kφ и матрица Zφ непрерывно за-

висят от φ, тем самым в силу формул п. 2 матрицы 
Uk(t, φ), V(s,t, φ) непрерывно зависят от φ. Обозна-
чим uφ(s,t) решение задачи Коши

                     (10)
 

где hφ — функция (8). Формула (3) дает:

                      (11)

Нетрудно усмотреть: функция (11) непрерывна 
по φ и гладкая по s, t.

ТЕОРЕМА 2. При условии (9) функция

              (12)
 

где uφ строится по формулам (8), (11) — решение за-
дачи Коши (5).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Подставляя (12) в (5), с уче-
том соотношений (7), (10) для hφ и uφ и равенств

 
получим:

 

 
что и требовалось.

ЗАМЕЧАНИЕ. Изложенная схема построения 
решения задачи Коши (5) может быть распростране-
на, с очевидными видоизменениями, на гиперболи-
ческие  системы с любым числом пространственных 
переменных и A

k
, B=const. Отметим, что близкая 

схема в частной ситуации была применена ранее в 
работе [12].

4. Распространение звуковой волны (x, t) в газе, 
движущемся со скоростью (x, t) под действием дис-
сипативной силы («трения») с плотностью f(x, t), опи- 
сывается задачей Коши для системы уравнений аку-
стики ([14], с. 158)

                          (13)

Здесь 
0
, c

0
 — плотность газа в состоянии термо-

динамического равновесия и скорость звука. В пред-
положении, что течение газа двумерное: =(

1
, 

2
)Т, 

x=(x
1
, x

2
), начальные данные достаточно гладкие и 

финитные и плотность силы f пропорциональна ско-
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рости газа: f=k , k=const≥0, задача Коши (13) при-
нимает вид (5), где N=3, u=( , 

1
, 

2
)T, L оператор (4) 

с матрицами

 .

Вычисления по формулам п. 2 дают

                (14)

                        (15)

,

                                     (16)
 

 

где 

, I
k
(s) — 

функции Бесселя мнимого аргумента, P
k
=diag(δ

1k
, 

δ
2k

, δ
3k

), δ
ij
 — символ Кронекера.

Из формулы (14) для матрицы Aφ следует, что 
здесь выполнено требование (9) (при этом собствен-
ные числа Aφ не зависят от φ). Поэтому, в силу тео-
ремы 2, решение задачи Коши (13) вычисляется по 
начальным данным и параметрам 

0
, c

0
, k по форму-

лам (8), (11), (12), где N=3, α
1
=c

0
, α

2
=0, α

3
=–c

0
, U

k
, 

V-матрицы (15), (16).

Библиографический список

1. Романовский, Р. К. О матрицах Римана первого и второго 

рода / Р. К. Романовский // Докл. АН СССР. – 1982. – Т. 267, 

№ 3. – С. 577–580.

2. Романовский, Р. К. О матрицах Римана первого и второго 

рода / Р. К. Романовский // Матем. сб. – 1985. – Т. 127, № 4. –  

С. 494–501.

3. Романовский, Р. К. Экспоненциально расщепляемые ги-

перболические системы с двумя независимыми переменными /  

Р. К. Романовский // Матем. сб. – 1987. – Т. 133, № 3. –  

С. 341–355.

4. Романовский, Р. К. Об операторе монодромии гипер-

болической системы с периодическими коэффициентами /  

Р. К. Романовский // Применение методов функционального 

анализа в задачах математической физики. – Киев, 1987. –  

С. 47–52.

5. Романовский, Р. К. Усреднение гиперболических урав-

нений / Р. К. Романовский // Докл. АН СССР. – 1989. – Т. 306, 

№ 2. – С. 286–289.

6. Романовский, Р. К. Метод характеристик для гипер-

болических краевых задач на плоскости / Е. В. Воробьёва,  

Р. К. Романовский // Сиб. мат. журнал. – 2000. – Т. 41, № 3. –  

С. 531–540.

7. Романовский, Р. К. Решение одномерной однофазной 

гиперболической задачи Стефана методом граничных инте-

гральных уравнений / Р. К. Романовский, Е. Н. Стратилатова //  

Сиб. журн. индустриальной математики. – 2004. – Т. 7, № 3 

(19). – С. 119–131.

8. Романовский, Р. К. Метод Римана для гиперболических 

систем / Е. В. Воробьёва, Р. К. Романовский, Е. Н. Стратилато-

ва. – Новосибирск : Наука, 2007. – 170 с.

9. Жукова, О. Г. Граничное управление процессом тепло-

переноса в одномерном материале. Гиперболическая модель / 

О. Г. Жукова, Р. К. Романовский // Дифференц. уравнения. – 

2007. – Т. 43, № 5. – С. 650–654.

10. Жукова, О. Г. Двустороннее граничное управление 

процессом теплопереноса в одномерном материале. Гипер-

болическая модель / О. Г. Жукова, Р. К. Романовский // Сиб. 

журн. индустриальной математики. – 2007. – Т. 10, № 4(32). –  

С. 32–40.

11. Жукова, О. Г. Граничное управление гиперболической 

системой уравнений теплопроводности / О. Г. Жукова // Диф-

ференц. уравнения. – 2008. – Т. 44, № 1. – С. 82–88.

12. Романовский, Р. К. Граничное управление процессом 

теплопереноса в двумерном материале. Гиперболическая мо-

дель / О. Г. Жукова, Р. К. Романовский // Сиб. журн. индустри-

альной математики. – 2008. – Т. 11, № 3(35). – С.119–125.

13. Жукова, О. Г. Граничное управление процессом тепло-

переноса в трехмерном материале. Гиперболическая модель /  

О. Г. Жукова // Дифференц. уравнения. – 2009. – Т. 45,  

№ 12. – С.1794–1798.

14. Годунов, С. К. Уравнения математической физики /  

С. К. Годунов. – М. : Наука, 1979. – 392 с.

РОМАНОВСКИЙ Рэм Константинович, доктор 
физико-математических наук, профессор (Россия), 
профессор кафедры «Прикладная математика и 
фундаментальная информатика».
СВАЛОВА Анна Ивановна, студент-магистрант 
группы ВМ-511, кафедра «Прикладная математика и 
фундаментальная информатика».
Адрес для переписки: svalovaai@list.ru

Статья поступила в редакцию 14.06.2012 г.
© Р. К. Романовский, А. И. Свалова



Ф
И

ЗИ
КО

-М
А

ТЕМ
А

ТИ
Ч

ЕС
К

И
Е Н

А
У

К
И

О
М

С
К

И
Й

 Н
А

У
Ч

Н
Ы

Й
 ВЕС

ТН
И

К
 №

 3 (113) 2012

33

Л. А. ЗАОЗЕРСКАЯ
В. А. ПЛАНКОВА

Омский филиал Института математики 
им. С. Л. Соболева СО РАН

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 
ФОРМИРОВАНИЯ ОПТИМАЛЬНОГО 
КОМПЛЕКТА СТРУКТУР ТЕСТОВ 
ДЛЯ КОНТРОЛЯ ЗНАНИЙ

УДК 519.8

Для решения проблемы определения содержания теста предложен и развивается 
подход, основанный на применении моделей и алгоритмов дискретной оптимиза-
ции. Ранее он был использован нами для формирования оптимальной структуры 
теста при разработке компьютерной тестирующей системы по одной из учебных 
дисциплин. В данной работе ставится задача формирования оптимального ком-
плекта структур тестов, позволяющего получить объективную оценку знаний не 
только отдельного студента, но и оценить усвоение каждого элемента дисципли-
ны группой обучаемых. Предлагаются соответствующие математические модели и 
приводятся экспериментальные расчеты.

Ключевые слова: контроль знаний, компьютерное тестирование, математическое 
моделирование, целочисленное программирование.

Статья написана при финансовой поддержке проекта РФФИ ¹ 10-01-00598, Интеграци-
онного проекта СО РАН ¹ 7Б.

Введение. При реализации компетентностного 
подхода в высшей школе наряду с определением 
целей образования, отбором его содержания и орга-
низацией учебного процесса не менее важную роль 
играют современные процедуры оценки результа-
тов обучения, к которым относится и компьютерное 
тестирование. Специфика заданий по математиче-
ским дисциплинам, позволяющая генерировать их 
во время сеанса тестирования в соответствии с не-
которыми алгоритмами, и возможность изменения 
содержания теста в зависимости от текущих целей 
открывают широкие перспективы для автоматиза-
ции процессов создания тестов и непосредственно 
самого тестирования. Одной из важнейших проблем 
применения тестов контроля знаний остается опре-
деление их содержания, т.е. наилучшего отражения 
учебного курса в системе тестовых заданий.

В настоящее время разработано достаточно мно-
го универсальных компьютерных систем для созда-
ния тестов. В большинстве из них содержание теста 
определяется преподавателем исходя из его опыта 
и субъективных предпочтений с целью оценки зна-
ний отдельного студента. При значительном объеме 
учебного курса содержание теста не всегда полно-
стью отражает его материал, а это необходимо для 
получения объективной информации о результатах 
обучения и, как следствие, своевременной коррек-
тировки учебного процесса.

В [1–8] предложен и развивается подход к опре-
делению оптимального содержания теста, осно-
ванный на применении дискретной оптимизации. 
В рамках этого подхода нами введено понятие оп-
тимальной структуры теста (ОСТ), предложены со-
держательные постановки задачи для определения 
ОСТ и описаны соответствующие математические 
модели, в которых учитываются число заданий, 
включенных в тест, их тип, и т.п. Применение дан-
ного подхода при формировании тестов по одной из 

тем учебного курса «Экономико-математические 
методы» показало его перспективность для оценки 
знаний отдельного студента. Однако использование 
единственной структуры теста не всегда обеспечи-
вает проверку степени усвоения всего изучаемого 
материала группой обучаемых. В данной работе для 
решения этой проблемы ставится задача формиро-
вания комплекта структур тестов с необходимыми 
свойствами.

В первом параграфе работы приводятся краткие 
сведения о подходе к формированию ОСТ. Во вто-
ром параграфе описаны разработанные математи-
ческие модели для решения задачи формирования 
оптимального комплекта тестов. В третьем парагра-
фе обсуждаются опыт использования моделей из [4] 
при разработке компьютерной системы, а также ре-
зультаты проведенных расчетов для моделей, пред-
ложенных в работе. В заключение рассматриваются 
возможности дальнейшего развития представлен-
ного подхода. 

1. Формирование оптимальной структуры тес- 
та. В соответствии с предложенной нами методикой 
[2, 4, 6] для проверяемого учебного курса определя-
ются элементы знаний (основные понятия, свойства 
и утверждения и т.п.). Ключевые элементы дисци-
плины образуют базовое множество, а остальные — 
дополнительное, которые обозначим соответствен-
но через B и C. Под типовым тестовым заданием 
далее понимается задание, которое направлено на 
проверку определенного подмножества элементов 
знаний. Оно включает как формулировку задания в 
общем виде, так и способы конструирования пред-
лагаемых ответов. При программной реализации 
типовому тестовому заданию соответствует опреде-
ленная процедура, с помощью которой в процессе 
тестирования происходит формирование варианта 
типового задания. Его исходные данные генериру-
ются случайным образом или в соответствии с неко-
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торыми правилами. Отметим, что изменение данных 
не влечет изменения проверяемого подмножества 
элементов знаний. Структурой теста будем на-
зывать набор типовых заданий, включенных в тест, 
а оптимальной структурой — набор заданий, вы-
полнение которого позволяет сделать объективный 
вывод о степени усвоения испытуемым рассматри-
ваемой дисциплины и удовлетворяющий некоторо-
му критерию. Таким образом, тест составляют вари-
анты типовых заданий, определенные оптимальной 
структурой.

В [4] задача формирования ОСТ была поставлена 
нами следующим образом. Требуется найти набор 
фиксированного числа типовых тестовых заданий, 
который обеспечивает проверку знаний всех эле-
ментов базового множества и максимального числа 
элементов дополнительного множества. В поста-
новке задачи размер теста является входным пара-
метром, необходимость введения которого вызвана 
ограничением времени тестирования. Приведем со-
ответствующую математическую модель.

Пусть n — число разработанных типовых тесто-
вых заданий; l —количество групп, на которые они 
разбиты по определенному признаку (например, 
аналитические, графические, алгоритмические и 
т.д.); J

t
 — множество типовых заданий в группе с 

номером t, t=1,…, l; k — количество заданий, вклю-
чаемых в тест; B={1,…,m

1
} и C={1,…,m

2
} — множе-

ства индексов базовых и дополнительных элементов 
знаний; A=(α

ij
) — булева матрица размера m

1
xn , где 

α
ij
=1, если задание j проверяет i-ый элемент знаний 

из B, и α
ij
=0 иначе; Ã=(ᾶ

ij
) — булева матрица разме-

ра m
2
xn, причем ᾶ

ij
=1, если задание j проверяет эле-

мент знаний с номером i из C, и ᾶ
ij
=0 иначе.

Введем вектор x основных переменных: x
j
=1, 

если задание j включено в тест, и x
j
=0 иначе, j=1,…

,n, и вектор v=(v
1
,…,vm

2
) вспомогательных пере-

менных. Равенство v
i
’=1 в некотором допустимом 

решении (x’,v’) означает, что i-ый элемент знаний из 
C проверяется хотя бы одним из тестовых заданий с 
номером j, для которого x

j
=1, j∈{1,…,n}. Задача це-

лочисленного линейного программирования (ЦЛП) 
для формирования ОСТ имеет следующий вид:

                           (1)
 

при условиях

                                       (2)

                                 (3)

 
                             (4)

                               (5)
 

                     (6)

Здесь целевая функция (1) состоит в максимиза-
ции количества проверяемых элементов множества 
C, условие (2) — требование включения в структу-
ру теста k заданий. Ограничения (3) обеспечивают 
проверку всех элементов из B, а неравенства (4) от-
ражают возможность проверки любого элемента 
из C. Ограничения (5) описывают необходимость 
использования в тесте хотя бы по одному заданию 

из каждой группы, что обеспечивает разнообразие  
теста.

Если в матрице A отсутствуют нулевые строки, 
то существуют значения параметра k, при которых 
задача (1)–(6) имеет оптимальное решение. Для по-
иска такого решения могут быть применены извест-
ные алгоритмы ЦЛП (в частности, модификация ал-
горитма перебора L-классов из [3]).

Опыт применения этой модели показал, что по-
лученные тесты позволяют достаточно объективно 
оценить знания каждого студента, т.е. они являются 
нормативно-ориентированными [9]. Следует отме-
тить, что часть элементов дополнительного множе-
ства при этом может оказаться непроверенной ни 
в одном задании теста, а следовательно, преподава-
тель не получит полную информацию о результатах 
обучения. В связи с этим в [5] нами был поставлен 
вопрос о формировании комплекта структур те-
стов, обеспечивающего полноту проверки усвоения 
учебного материала группой обучаемых, что соот-
ветствует целям критериально-ориентированных 
тестов [9].

2. Формирование оптимального комплекта 
структур тестов. Предположим, что оптимальное 
решение задачи (1)–(6) не является единственным, 
причем не все элементы множества C проверяются 
в каждом из таких решений. В этом случае появля-
ется возможность выбора комплекта оптимальных 
структур тестов, позволяющего не только объектив-
но оценить полученные знания отдельного испытуе-
мого, но и усвоение всего материала учебного курса 
потоком студентов в целом. Для приближенного ре-
шения этой задачи можно построить итерационный 
процесс жадного типа на основе математической мо-
дели формирования ОСТ (1)–(6). Каждая итерация 
этого процесса состоит в решении задачи (1)–(6), 
т.е. нахождении очередной оптимальной структуры 
теста, включении ее в определяемый комплект и ис-
ключении из С элементов знаний, которые проверя-
ются данной структурой. Процесс останавливается, 
когда множество С оказывается пустым. Очевидно, 
что число итераций не превосходит m

2
.

Эффективность использования искомого ком-
плекта напрямую зависит от числа входящих в него 
структур. В частности, при большом числе структур 
тестов в сформированном комплекте не будет обе-
спечена необходимая для получения объективного 
вывода частота проверки каждого элемента знаний 
из дополнительного множества. Пусть N

S
 — число 

студентов, участвующих в тестировании, а N
T
 — 

мощность комплекта структур тестов, в котором 
каждый элемент из дополнительного множества 
проверяется не менее d раз, тогда dN

S
/N

T
 — гаран-

тированное число студентов, которые участвуют в 
проверке каждого элемента знаний из этого множе-
ства. Для повышения информативности результатов 
тестирования по всему курсу необходимо максими-
зировать величину dN

S
/N

T
, что эквивалентно мини-

мизации мощности комплекта структур тестов при 
фиксированных значениях d и N

S
 или максимизации 

d при заданных значениях N
S
 и N

T
. Отсюда вытекают 

две постановки задачи формирования оптимального 
комплекта структур тестов (ОКСТ).

В первой из них требуется найти комплект ми-
нимальной мощности из структур тестов фиксиро-
ванного размера при условиях, что все элементы из 
базового множества проверяются в каждой струк-
туре комплекта, а любой элемент из дополнитель-
ного множества проверяется, по крайней мере, в за-
данном количестве структур этого комплекта.
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Построим математическую модель для поис-
ка оптимального решения задачи формирования 
ОКСТ. Будем считать, что задана верхняя граница T 
для числа структур тестов в формируемом комплек-
те, где T≤m

2
. Введем переменные z

t
, x

tj
, y

ti
, t=1,...,T, 

j=1,...,n, i=1,...,m
2
:

z
t
=1, если структура с номером t сформирована, 

и z
t
=0 иначе;
x

tj
=1, если задание j включено в структуру t, и 

x
tj
=0 иначе;

y
ti
=1, если элемент i из С проверяется в структу-

ре t, и y
ti
=0 иначе.

Теперь модель ЦЛП для указанной постановки 
задачи имеет вид:

                                  (7)
 

при условиях

                       (8)

                (9)

         (10)

                            (11)

    (12)

Здесь целевая функция (7) минимизирует мощ-
ность формируемого комплекта структур тестов. 
Условия (8) описывают требования включения в 
структуру с номером t ровно k заданий тогда и толь-
ко тогда, когда структура с этим номером формиру-
ется. Ограничения (9) обеспечивают проверку всех 
элементов из B в каждой сформированной структу-
ре теста. Неравенства (10) гарантируют, что пере-
менная y

ti
 равна единице тогда и только тогда, когда 

в структуре t найдется хотя бы одно задание, прове-
ряющее свойство i из С. Условия (11) обеспечивают 
проверку в оптимальном комплекте каждого эле-
мента из С не менее чем d различными структурами.

Рассмотрим другую постановку задачи формиро-
вания ОКСТ. Требуется найти комплект структур 
тестов, который максимизирует гарантированное 
число проверок любого элемента дополнительного 
множества при условиях, что все элементы базо-
вого множества проверяются в каждой структуре 
комплекта, а число заданий в каждой структуре 
принадлежит указанному диапазону. Математиче-
ская модель этой задачи имеет вид:

                                  (13)
 

при условиях (9), (11), (12) и

             (14)

      (15)

Здесь целевая функция (13) максимизирует га-
рантированное число проверок любого элемента до-
полнительного множества. Условия (14) описывают 
требования включения в структуру с номером t не 
менее k

1
 и не более k

2
 заданий, если она формирует-

ся, и в противном случае структура не содержит ни 
одного задания. Неравенства (15) гарантируют, что 
переменная y

ti
 равна единице тогда и только тогда, 

когда в структуре t найдется хотя бы одно задание, 
проверяющее элемент i из С. Заметим, что все рас-
смотренные задачи ЦЛП относятся к классу NP-
трудных. 

3. Создание системы компьютерного тестирова-
ния на основе моделей дискретной оптимизации. 
На основе описанной методики нами в интегриро-
ванной среде разработки Embarcadero Delphi 2010 
была создана система компьютерного тестирования 
EMM_test по учебной дисциплине «Экономико-ма-
тематические методы» для студентов экономиче-
ских специальностей [4]. 

По теме «Линейное программирование» этой 
дисциплины на основе модели (1)–(6) были полу-
чены оптимальные структуры тестов при различ-
ных значениях числа заданий в них. Для этого в со-
ответствии со стандартом курса по указанной теме 
было выделено 38 элементов знаний, 11 из которых 
включены в базовое множество, остальные — в до-
полнительное. На основе ряда сборников задач и 
авторских разработок был подготовлен набор из 35 
тестовых заданий, которые прошли эксперимен-
тальную проверку при проведении зачета в тра-
диционной форме. Расчеты показали, что для этих 
данных задача (1)–(6) разрешима при минималь-
ном значении k, равном 7. В этом случае проверя-
ются все элементы знаний базового множества и 
13 элементов дополнительного множества. Про-
верку всех элементов знаний обеспечивают 15 за- 
даний. 

Система EMM_test состоит из модуля преподава-
теля и модуля тестирования. Первый содержит бло-
ки создания файлов заданий, формирования ОСТ, 
просмотра и анализа результатов тестирования. 
В блоке формирования ОСТ имеется диалоговое 
окно, в котором преподаватель задает количество 
заданий, которые войдут в структуру, и выбирает 
базовые в списке элементов знаний по заданной 
теме. В соответствии с полученными данными в си-
стеме строится задача (1)–(6), которая решается 
вариантом алгоритма перебора L-классов из [3]. Ре-
зультатом является некоторая оптимальная структу-
ра теста. Например, структура теста, состоящая из 
12 заданий, при проверке всех элементов базового 
множества обеспечивает проверку 67% элементов 
дополнительного множества, что составляет 75% 
всех элементов знаний. Для проведения итогового 
контроля знаний по всему учебному курсу имеет-
ся дополнительная возможность включения в тест 
заданий по темам «Транспортная задача», «Задача 
коммивояжера» и «Динамическое программирова-
ние». 

Модуль тестирования предназначен для форми-
рования тестовых заданий в соответствии с опреде-
ленной структурой и предъявления теста студенту. 
После окончания сеанса тестирования он может 
ознакомиться с протоколом выполнения заданий. 
Отметим, что в системе реализовано три подхода к 
формированию тестовых заданий: генерирование в 
соответствии с некоторыми алгоритмами с исполь-
зованием датчика случайных чисел; формирование 
при помощи специальной утилиты и сохранение в 
файле; конструирование с использованием имею-
щегося набора графических файлов.

Опыт применения системы EMM_test на заоч-
ном отделении экономического факультета ОмГУ 
им. Ф. М. Достоевского в течение пяти лет подтвер-
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дил значительное повышение качества и объектив-
ности проверки знаний при сокращении в несколько 
раз временных затрат преподавателя на подготовку 
и проведение итогового контроля. 

Математические модели, предложенные в дан-
ной работе, позволили сформировать оптимальные 
комплекты структур тестов по теме «Линейное про-
граммирование». Для приведенных выше исходных 
данных была построена задача ЦЛП (7)–(12), кото-
рая решалась с помощью пакета IBM ILOG CPLEX. 
Например, для параметра k, изменяющегося от 8 до 
15, и d=1 были получены оптимальные комплекты, 
содержащие до пяти структур тестов. Интересным 
является комплект, содержащий две структуры, 
каждая из которых состоит из десяти тестовых зада-
ний. При равномерном распределении этих струк-
тур среди студентов знание любого элемента допол-
нительного множества будет проверено, по крайней 
мере, у каждого второго студента, что, на наш взгляд, 
дает возможность сделать вывод о степени усвоения 
учебного материала. Использование моделей фор-
мирования ОКСТ в системе EMM_test позволяет не 
только повысить качество контроля знаний, но и со-
вершенствовать процесс обучения. 

Заключение. Ранее в [1–6] был предложен под-
ход к формированию оптимальной структуры теста, 
основанный на применении дискретной оптимиза-
ции. Он был использован авторами при разработке 
системы компьютерного контроля знаний. Опыт ее 
использования для проведения зачета на заочном от-
делении экономического факультета ОмГУ показал 
перспективность описанного подхода. Отметим, что 
он может быть применен для разработки тестов по 
другим дисциплинам. Например, в [7, 8] он исполь-
зован при формировании тестов по курсу «Инфор-
матика» для гуманитарных специальностей вузов.

В данной работе поставлена задача формиро-
вания оптимального комплекта структур тестов, 
позволяющего получить не только объективную 
оценку знаний отдельного студента, но и оценить 
степень усвоения всего объема учебного курса пото-
ком студентов. Предложены соответствующие мате-
матические модели, проведены экспериментальные 
расчеты. 

В дальнейшем предполагается разработка мате-
матических моделей для формирования оптималь-
ных комплектов структур тестов с учетом слож-
ности заданий, времени их выполнения и других 
ограничений, а также применение этих моделей при 
разработке автоматизированных систем контроля 
знаний.
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